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Sprezysta faza pracy koficzy si¢ z chwila, gdy ¢ = R, i gdy
P = Pupe = RO +8")r =23 MPa, e = R.r/E’ = 0,345 mm .

Gdy p > Peor, pierfcien wewnetrzny staje si¢ plastyczny (o = R; = const), natomiast w zewngtrznym
jest nadal ¢” = E’ufr, skad
p = (@& IN+(0"8"[r) = (R, &[r)+(E'ud"[r?),

a wiec p roénie Wraz z u, przy CZym & > Uy, Ta faza trwa, dopoki 6 < R,. Gdy ¢” = R, czyli gdy

P =Pywa = &+R/8)r=287 MPa, u;=R.r/E' =0,600 mm,
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Rys. 14.9. Praca zespolu pierécieni w stanie sprezysto-plastycznym

wowczas piericien zewnetrzny przechodzi w stan plastyczny i przy dalszym wzroscie w jest p = Pyran =
= const. Caly przebieg p (1) podaje wykres 0, I, 2, 3.

7. Zespét pierécieni z zadania 6 obcigzono cisnieniem pc = 25 MPa. Jakie naprezenia ¢ i ¢’ zo-
stang po odcigzeniu?

Odp. Z wykresu (rys. 14.9) lub analitycznie Ui ware = OD = 0,060 mm, skad 6" = E'Uywuelr =
=40 MPa, a ¢’ = —¢’'d0”’[6" = —20 MPa,

14.2. Zginanie belki sprezysto-plastycznej
Zaczniemy od analizy czystego zginania (rys. 14.10a). Dla prostoty zakladamy, ze

przekréj belki ma dwie osie symetrii y, z, moment gnacy M, dziata w plaszczyinie xz,
a wykres o(&) jest symetryczny wzgledem O (rys. 14.10b). Z racji symetrii warstwa oboj¢tna

™)

Rys. 14.10. Czyste zginanie spr¢zysto-plastyczne
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jest 08 y, a zgigcie zachodzi w plaszezyZnie xz. Wartos¢ M, jest przy tym wigksza od war-
tosci M, , dla ktérej we widknach skrajnych osiggamy granice sprezystosci, tj.

Msvr = Ospr Wy o= zawr Jr/h . (a)

Poniewaz przy czystym zginaniu przekroje zostaja zawsze plaskie, niezaleznie od tego,

czy material jest sprezysty, czy nie (art. 5.5), zatem odksztalcenie wzgledne ¢ we wiéknach
warstwy BB wyraza si¢ wzorem (5.7), czyli
4

: e= —2zo, (b

gdzie o — promieni krzywizny warstwy obojetnej. Ponadto, jak w art. 5.5, pomijamy
wzajemne poprzeczne naciski widkien wzdluznych, wobec czego wiékna te s3 w stanie
prostego rozciggania lub Sciskania. Naprezenia ¢ we widknach badanej warstwy BB sa
jednakowe, a ich wartosé¢ wynika z wykresu o (¢) dla ¢ okreslonego wzorem (b). Elementarna
sita ¢bdz, przenoszona przez widkna warstwy BB daje wzgledem warstwy obojetnej
moment ob dz z. Suma tych elementarnych momentéw jest réwna momentowi M,, jako
wysitkowi przekroju. Wynikajaca stgd wartosé

w2

M,=— [ obzdz (14.1)

~hi2

zalezy od krzywizny 1/¢. Funkcje tg, czyli M,(1/p), wyznaczamy metods wykreslno-ana-
lityczng. W tym celu obieramy pewna wartos$¢ &n,, W skrajnym widknie C, dla ktérej

1/o = 2&mas/h. (©)

Yaczac teraz (rys. 14.11) obraz przekroju, rozklad e(z) oraz wykres o(g) wyznaczamy dla
badanej warstwy BB po kolei: odksztalcenie ¢ (punkt B,), warto$¢ o (rzedna B,B,),
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Rys. 14.11. Okreslenie wartosci M, dla danej krzywizny l[g =2 onlk

ktéra ,,przerzucamy” na wykres o(z), i na koniec obliczamy ilc yn obz, biorac odpo-
wiednie b i z z obrazu przekroju. T¢ warto$¢ obz nanosimy w inkcji z jako odcinek
B, B. Postgpujac podobnie dla innych wartosdci z otrzymujemy w, xres obz, ktorego pole
daje moment M, odpowiadajacy obranej krzywiZnie 1/o. Wynik ten przedstawiamy na
wykresie jako punkt C (rys. 14.12). Powtarzajgc takg operacje dla innych e_,, otrzymujemy
krzywa OACE cbrazujaca przebieg M, (1/0). Wykres ten umozliwia okreslenie ugieé
belki oraz trwalej krzywizny 1/p, po jej odciaZeniu, gdyz warto§é 1/o, = OD, tj. odcinkowi
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wynikajacemu z przecigcia CD”OA Z osig odcigtych. Temu trwalemu zakrzywieniu odpo-
wiadaja tzw. resztkowe lub wlasne naprezenia o, (rys. 14.13) jako algebraiczna suma zna-
nych juz naprezen o przy obciazeniu M, (rys. 14.11) i naprezen o' przy odciazeniu, gdy

Za -yl
Mg“ £ ~ obcigZenie S P tad

T i

My

1 I

et ; o'
stan -—

koncowy Al B

LM

odcigZenle -

Rys. 14.12. Wykres Rys. 14,13, Naprezenia wilasne przy zginaniu sprezysto-plastycznym
Mv(”@)

tenze moment M, ma zwrot przeciwny. W tym drugim przypadku material zachowuje sie
sprezyscie, a rozklad ¢'(z):

0'(z) = M,z[J, (d)
jest liniowy. Okreslony z nalozenia wykreséw ¢ i ¢’ rozklad 64(2) jest samozréwnowazony,
czyli ze jego wypadkowa sita wzdluzna i moment gnacy sa réwne zeru.

Gdy material jest idealnie plastyczny, opisana ogdlna metode wykres$ino-analityczng
mozna zastgpié metodami analitycznymi. Dla przykiadu, w belce o przekroju prostokgtnym
przy obciazeniu powodujacym uplastycznienie zewngtrznych zakreskowanych czgsci
przekroju (rys. 14.14) profil o(2) jest linia famana, ktérej odcinek 4B, odpowiada sprezyste)
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Rys. 14.14. Zginanie belki z materialu idealnie plastycznego

czesci przekroju, a odcinki AC i B;D czgéciom uplastycznionym. Moment gnacy M,
Jjest réwny sumie momentu M, = R, bh?/6 belki sprezystej o wymiarach b x k, i momentu
M, = R, b(h—h)(h+h,)/4 odpowiadajacego czgsciom uplastycznionym, w ktérych o =
= + R, = const. W wyniku

Gl hy\21 M., hy \2
M,=M9+Mg=—12—[3—(T) =—-2—[3—(h)], (e)
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gdzie M,;,, = R, bh?/6 — moment gnacy, przy ktérym maksymalne napre¢zenia sa rowne gra-
nicy sprezystoéci utozsamionej tu z R,. Odpowiadajaca momentowi M, krzywizng okre-
§lamy z wzoru (b) wstawiajac ¢ = e, = R,/E, z = h,/2, skad
1)o = 2¢,/h, = 2R,JEh,. . )
Przedyskutujmy sens wynikéw (e) i (f) w funkcji h,. Gdy h = h,, czyli gdy caly przekroj
jest jeszcze sprezysty, wowczas
Mﬂ =Mspr=R¢bhz/6s (llg)spr= 2R9/Eh = M“,JEJ,. (g)
Przy wzroscie strefy uplastycznionej maleje k,, natomiast M, i 1/¢ rosna. Przy pelnym
uplastycznieniu przekroju, gdy h, — 0, a ¢(z) ma posta¢ dwéch prostokatow (rys. 14.15a)
M, > 15M,,, 1llp—o, czyi ¢—-0.
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Rys. 14.15. Dyskusja wynikéw analizy zginania belki o przekroju prostokatnym

Powyzsza warto$¢ M, jest wartosciq graniczng, przy ktérej, zgodnie z przyjetym modelem
materialu, wyczerpana jest catkowicie no$nos¢ belki. Jednoczesnie fakt, ze o = 0, wskazuje
na niemozno$¢ zrealizowania tego stanu w rzeczywistosci.

Rugujac z (e) i (f) wymiar A, otrzymujemy zaleznos¢
1

M, 1 o \? ¥ o) LM, Y2

Mspr b 2 [3 (Qspr) ] IUb Q b QSDI‘ (3 2AJ’SDI‘) ; (h)
odniesiona do wielkosci M,,, i o, okreSlonych wzorami (g). Jej przebieg (rys. 14.15b)
wskazuje na szybszy w zakresie sprezysto-plastycznym (M, > M,,) wzrost krzywizny
niz wzrost M,. Trwala krzywizne 1/o, belki odpowiadajaca, jak wiadomo, odcinkowi OD
mozemy tu okresli¢ analitycznie jako réznicg krzywizny 1/o danej wzorem (h) oraz krzy-
wizny 1/o’ = M,/EJ, odpowiadajacej sprezystemu odcigZeniu
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Jak wyjasniono poprzednio, po odciazeniu belki panuje w niej samozréwnowazony stan
naprezen resztkowych. W badanym tu przypadku ten stan ma posta¢ jak na rys. 14.15c,
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przy czym

6M, 6M, M,

Gp=—0c=W—Res 0’n=—04=—bﬁ“ 3—2Mspr R,. (6))

Podobnie obliczamy zaleznosé M,(1/e) dla innych przekrojow. W przekroju na przykltad
* kolowy'm (rys. 14.16) otrzymujemy '

M, = (R.7*/6) [3 (xo/sin a) +3 cos g +2 cos* ao] , ®)
1/o = R /Ersinag,
, s
stan sprezysto- plastyczny Mspr s stan graniczny
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Rys. 14.16. Sprezysto-plastyczne zginanie preta kolowego

gdzie a, — kat okreslajacy polozenie warstwy BB rozdzielajacej uplastyczniona i sprezysta
cze$é przekroju. Odpowiadajacy wynikom (k) wykres M,(1/¢) ma asymptot¢ pozioma,
gdy caly przekrdj jest uplastyczniony (¢, ~ 0) i gdy

M, = M.n = 4R r*[3. 1))

Powyisza warto$¢, przy ktdrej wyczerpana jest cafko-
wicie noénoéé belki, jest ~ 1,7 razy wigksza niz moment
M,,, = R, W, = nr* R[4, przy ktérym skrajne widk-
na osiagaja po raz pierwszy wartos¢ R..

W poréwnaniu z powyZszymi rozwazaniami zna-
cznie prostsza jest analiza stanu granicznego, ktorego
znajomosé jest konieczna do oceny bezpieczenstwa. Po-
niewaz w dowolnym symetrycznym przekroju stan ten
odpowiada dwuprostokatnemu rozkladowi o(z) (rys.
14.17), zatem moment graniczny jest

Moo = (R, A[2)2z¢ = R, Azc, (14.2)
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Rys. 14.17. Okreslenie M

gdzie zo — odlegtos¢ $rodka ciezkosci pola A4/2, czyli polowy calego przekroju od warstwy
obojetnej (0$ ).

Ustalona ta czy inna metoda zalezno$¢ M(1/g) jest punktem wyjécia analizy poprzecz-
nego zginania w zakresie sprezysto-plastycznym. Wezmy dla przykladu wykonang z ma-
teriatu idealnie plastycznego belke wspornikowa o przekroju prostokatnym (rys. 14.18a),
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w ktorej obciazenie P jest takie, ze M, < Pl < M,,. Dlugos¢ a, na ktérej przekroje
sa czgsciowo uplastycznione, obejmuje czg$é belki przy utwierdzeniu, gdzie M, > M.
Pomijajac wplyw naprezen stycznych obliczamy rozklad o(z) jak w przypadku czystego
zginania (rys. 14.14). Wstawiajac mianowicie do wzoru (e) wartos¢ M, dla szeregu przekro-
jow, okreslamy w kazdym z nich wymiar &, sprezystej czgsci przekroju, a stad otrzymujemy
uplastyczniony obszar belki zakreskowany na rysunku. Je§li maksymalny moment P/
zbliza si¢ do wartoéci M,,,,, to te uplastycznione obszary zblizaja si¢ do warstwy obojgtnej
przekroju utwierdzonego. W przypadku gdy Pl = M,,.,, mamy uplastycznienie tego
przekroju (rys. 14.15a), przy czym h, = 0, p = 0 i przekrdj ten zachowuje si¢ jak plastyczny
przegub przenoszacy moment My,,.
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Rys. 14.18. Analiza sprezysto-plastycznego zgiecia poprzecznego

Aby wyznaczy¢ ugigcia belki pracujgcej w stanie SprQZysto-plastycznytﬁ, okreﬂamy
najpierw jej krzywizng 1/ jako funkcje x (rys. 14.18b). W sprezystym odcinku BC badanej
“belki mamy oczywiscie

/e = M,/EJ, = —P(l-x)/EJ,,

natomiast dla odcinka CB wykorzystujemy wzor (h) badz wykres M,(1/o) jak na rys. 14.15b.
Po tej czynnosci postgpujemy jak opisano w art. 9.3. I tak, chcac obliczyé ugigcie fp punktu D
obcigzamy belkg sita 1 N (,,czujnikiem™), okreSlamy odpowiadajacy jej moment m(x),
a nastgpnie wedlug wzoru (9.1) wyznaczamy

fo=[mdd = [ (mlo)dx, (14.3)

gdyz odpowiadajacy krzywiznie 1/o elementarny wzglgdny kat obrotu d# = dx/o. Wskazane
tu catkowanie przeprowadzamy wykreslnie,

Podobnie rozwigzujemy zagadnienia dla innych postaci przekrojow i innych materiatow
niz idealnie plastyczne.

Zadania

1. Okresli¢ stosunek M,,,, /M,,, dla belek o podanych przekrojach (rys. 14.19) wykonanych z ma-
teriatu idealnie plastycznego. 4
QOdp. a) 1,40; b) 2; ¢) 3H [B(H*—h?*)+bh*)/2 [B(H®—h*)+bh?].




